Remédiation 2025-2026

Correction de la fiche 3 de calcul

Du calcul avec de vrais réels

Exercice 1 — Exponentielle et logarithme

1. Calculons e(®)-n(2) .

2. Calculons —e~10(2) -

3. Calculons e~ n(n(2)) .

1 1
e—ln(ln(?)) _ o

eln(In(2)) - ln(2) )
4.1 L Calcul 1 L :
. 1n m alculons In m :

5. Calculons In (\/e_4> —1In (\/e_2> :
In (@) —1In <\/§> =1In (’62’) —1In(le|)

=1In (e?) —In(e) car e” et e sont positifs

6. Calculons ln< exp (—ln(eQ))> :

In ( exp (— ln(eQ))> = ln( exp(—2)>
(
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1
7. Calculons exp (—iln (6_3)> :

3
=exp | =
P2
3
= | €2
1
- )’
-[Va]
Exercice 2 — Fractions
1. Soit z € R\ {—1;0}.
Alors on a :
1 2 —1
:L‘_ J—
r x
1 1+x
—4+1
x x
2 —1 x
= X
T 1+
B x?—1
14z
B (x —1)(xz+ 1)
N 14+
=|z—1
2. Soit ¢t un réel différent de —1. Posons
1 1
= — tb=(1+t)(1+1)>%
el AL S Ch)
Calculons le produit ab.
Ona:
1 1
a= —
1+12  (141)?
(42— (147
(T+2)(1+1¢)?
R e
a (I+t2)(141t)2
B 2t
a (14+t2)(1+1¢)?
done o
b= x (14 ) (1+1)2 =|2t|.
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On peut aussi procéder de la maniére suivante :

ab:( Lo 2)(1+t2)(1—|—t)2

1+t (1+1)
A4+ 4t (14+)(141)?
- 1+ 2 (1412

=1+t -1+t
=1+4+2+t2—1—1¢

—[2t]

Exercice 3 — Puissances
10°-1073

1. Simplifions ———M— :
P (10— -103)~°

10°-107%  10°

(10-5-10%)°  (10-2)7°
102
T 10(=2)%(=3)
107
106

=10

(10%)7-10°

(10577105 10%9 . 10
103-10-5 102
10725 . 10°
10-2
10710

1072
— 107107(72)

=108

Exercice 4 — Inégalités
Résolvons I'inéquation (I) suivante, d’inconnue x € R\ {0;2} :

1
r—2

<

SHE

1
est définie sur R\ {2} et la fonction z — — est définie sur R*, donc
T — T

I'inéquation (1) est bien définie sur R \ {0;2} |

La fonction z ——
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e Premiére méthode : par disjonction de cas
Soit x € R\ {0;2}.
Procédons par disjonction de cas.

*

Premier cas : x > 2.
Alors les deux nombres x — 2 et x sont strictement positifs.

Par stricte décroissance de la fonction inverse sur R,
suivante :

1
<
T — 2
—=r—2>2cx
= —2>0,

1
x est solution de (/) <= —
x

ce qui est faux.

Ainsi, |dans ce cas, x n’est pas solution de I'inéquation (I) |

Deuxiéme cas : 0 < z < 2.

Alors on a : .
x>0 T >0
5 <0 donc 1
SL’ - < < 0’
r—2
donc on a
<0< —,
r—2 T
donc en particulier,
1 1
r—2 x

Ainsi, |dans ce cas, x est solution de l'inéquation (1) |.

Troisieme cas : x < 0.
Alors les deux nombres = et x — 2 sont strictement négatifs.

on obtient alors I’équivalence

Par stricte décroissance de la fonction inverse sur R* , on obtient alors 1’équivalence

suivante :

1 <
r—2
<= arx—2>2cx
— -2 =0,

x est solution de (1) <=

1
T

ce qui est faux.

Ainsi, |dans ce cas, x n’est pas solution de I'inéquation (7) |

Finalement, on a I’équivalence suivante :

donc

x est solution de (/) <= 0 < z < 2,

I'ensemble des solutions de I'inéquation (/) est |0;2[|.
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e Seconde méthode : mise au méme dénominateur et signe d’un quotient
Soit z € R\ {0;2}.
Alors on a I’équivalence suivante :

1

x est solution de (1)

(x — Q)x < 0 car 2 est positif
r—2<0

r1rir 0117

2

0 T =

2 r <2
ou

0 >0

< <zr<2

(donc la premiere condition 2 < z < 0 est toujours fausse)
<0<z <2carzeR\{0;2}
< 1 €]0;2[.

Ainsi, |’ensemble des solutions de I'inéquation (I) est ]0;2[|.

Du calcul avec de vraies fonctions

Exercice 5 — Evaluations
Considérons la fonction suivante :

f:]—1400] — R
z+— In(1 + x).

e Commengons par vérifier que la fonction f est bien définie et dérivable sur | — 1; +o0|.

* La fonction v: x — 1 + x est définie et dérivable sur R.
% La fonction In est définie et dérivable sur RY.

Ainsi, leur composée | f = Inowu | est définie et dérivable sur ’ensemble suivant :

{r eR|1+2>0} =] —1;+o0]|
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e (Calculons alors la dérivée de la fonction f.
Pour tout €] — 1;+00], on a :

=1x L
()
1
|14z
1. D’apres le calcul précédent, on a :
1
"0) = —— =11|.
F'0) =175
2. e Commencons par trouver le domaine de définition de la fonction

r— f(2e"—1).
% La fonction x — 2e” — 1 est définie sur R.
* La fonction f est définie sur | — 1;4o00].
Leur composée x — f (2e* — 1) est donc définie sur I’ensemble suivant :
{reR|2" —1> -1} = {x € R| 2" > 0}
={zxeR|e" >0} car2>0

—[R],

car la fonction exponentielle est a valeurs strictement positives.
e Simplifions alors son expression.

Pour tout x € R, on a :
f(2e®* —1)=1In(1+2e" —1)
= In (2€")
=1In(2) +1In(e”)
=|In(2) + x|

3. e Commencons par trouver le domaine de définition de la fonction
r— zf'(2z) — 1.

* La fonction x — 2z est définie sur R.
* La fonction f’ est définie sur | — 1; +o0.
* Leur composée x — f’(2x) est donc définie sur I'ensemble suivant :

1
{x€R|2x>—1}:1—§;+oo[.
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* Les fonctions x — x et x —— —1 sont définies sur R, donc par produit et somme,

1
la fonction x — x f'(22) — 1 est définie sur } —5 +00 { :

e Simplifions alors son expression.

1
Pour tout x € } —§;+oo {, on a :

zf'(2z) —1=1x X 1+2x_1

r — (14 22)
1+ 2%
r—1—2x
1+ 2z
—1—z
142z
1+z
1422

4. e Commencons par trouver le domaine de définition de la fonction
z— "2 @),

La fonction & —— z est définie sur R.

* ot

La fonction f est définie sur | — 1; +o0].

*

1
Par somme et produit, la fonction x — x — B f(z) est définie sur | — 1; 4o00].

*

La fonction exponentielle est définie sur R.

Ainsi, la composée  — 2@ est définie sur |] — 1; +oo| |

*

e Simplifions alors son expression.

Pour tout x €] — 1; +00], on a :

1
=€ X exp ~3 In(1+ x)]

= e X exp - In <(1 + x)éﬂ
=e” X exp — In <\/1—|——a:>]

~exp [In (VITo)]
T VI +z
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5. e Commengcons par trouver le domaine de définition de la fonction
L. s
T f(z® —2x).

x La fonction x — 2% — 2z est définie sur R.
* La fonction f est définie sur | — 1; +o0].
x Leur composée  — f(2* — 2x) est donc définie sur ensemble suivant :

{xER|x2—2x> —1}.
Or pour tout z € R, on a I’équivalence suivante :

20> -1<=2"-22+1>0
<= (x —1)® > 0 par identité remarquable
<= (x —1)* #0 car pour tout z € R, (z — 1)* > 0
<~ x—1#0
= x#1,

donc la fonction z — f(z? — 2z) est définie sur R\ {1}.

1
Ainsi, la fonction z — §f(x2 — 2x) est définie sur |[R\ {1} |

e Simplifions alors son expression.
Pour tout x € R\ {1}, on a :

1
—f(2?* —22) = §1n (1+2® —2x)

1

=3 In [(z —1)?]

= In[((z—1))*]

=1In [\/ (x — 1)2}

=|In(Jz —1])

6. e Commencons par trouver le domaine de définition de la fonction
f(@)
T > el

* La fonction z — x — 1 est définie sur R.
* La fonction f’ est définie sur | — 1; +o0.
x Leur composée z — f’(z — 1) est donc définie sur I'ensemble suivant :

{reR|z—-1> -1} =R%.

* La fonction f est définie sur | — 1; +o0].
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f(x)
f'lx=1)
fll@—1)#0} ={z R}

Or pour tout x € R+*, on a I’équivalence suivante :

* Donc le quotient x — est défini sur

{z €] - 1;+oo[NR},

flla—1) #0}.

/ _ 1 _
f (17—— 1) =0+ i—i;—zgrjjjij =0

= 1=0,

ce qui est faux, donc pour tout x € R, f'(x — 1) # 0.
f(z)
flla—1)
* La fonction exponentielle est définie sur R.

f() o
% Ainsi, la composée x —— e/ ==1 est définie sur | RY |

Ainsi, la fonction z — est définie sur R .

e Simplifions alors son expression.

Pour tout z € R%, on a :

f(x) In(1+ )

fa—1) 1
1+ (x—1)
_In(1 +2)
o 1

T
=zIn(1 + 2),

donc pour tout # € R%, on a

f(z)
ef’@=1 = exp [z In(1 + z)]

=|(1+2)"|

/ 2

(a) e Trouvons le domaine de définition de la fonction g.

Exercice 6 — Etudes de fonctions

1. Etudions la fonction

. 2 e
* La fonction u: t —— 1 — n est définie sur R*.
* La fonction racine carrée r est définie sur R,.

Leur composée f = r ou est donc définie sur

{teR*|u(t)eR+}:{teR*

1—220}.
t
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Or pour tout t € R*, on a I’équivalence suivante :

2
u(t)eRJr:)l—;)O
t—2
— — =0
t
t—2<0 t—22>20
ou
t<0 t=20
t<2 t>2
<~ ou
t<0 t=20
< t<0out>=2
<—t<0Oout>2 cart e R"
donc la fonction f est définie sur || — oo; 0[ U [2; +00] |
e Trouvons le domaine de dérivabilité de la fonction f.
2
* La fonction u: t —> 1 — n est dérivable sur R*.
* La fonction racine carrée r est dérivable sur R7 .
Leur composée f = r owu est donc dérivable sur
2
ﬁeR*mweKﬁz{t@W1—g>o}

Or pour tout t € R*, on a I’équivalence suivante :
ut) eRL <= 1-->0
<~ T >0
t—2<0 t—2>0
<~ ou
t<0 t>0

= t<0out>2

donc la fonction f est dérivable sur || — oo; 0[U]2; +o00[|.

(b) Calculons sa dérivée.

1 2
e Pour tout t e R*, ona: u/'(t)=0—2x (——) = —.
12 12
1

e Pour tout t € R*, on a r'(t) = —.
Ainsi, pour tout t €] — 00;0[U]2; 400, on a :
fi(t) = (rou) ()
= u'(t) x r'(u(t))
2 1
— —2 X
= 24/ul(t)
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donc

ot t

(c) e Etudions les variations de la fonction f.

Les fonctions carré et racine carrée sont strictement positives sur R*, donc pour
tout t €] — 00; 0[U|2; +0o0[, on a :

[t
t2>06t t—2>0,

donc pour tout t €] — 00; 0[U]2; +00[, f'(t) > 0.

Ainsi, la fonction f est strictement croissante sur chacun des intervalles
| —00; 0] et [2; +00].

e Calculons les limites de la fonction f aux bords de son domaine de définition.
* Limites en —oo et en —o0 :

On a hrin 1 - 7= 1 et, par continuité de la fonction racine carrée en 1,
t—=+oo

)l(iml vV X =1, donc par composition de limites, on obtient :
%

lim f(t)=1]et| lim f(¢t)=1|

t——o00 t—+00

*x Limite en 0™ :

2
On a lim — = —oo, donc par produit et somme de limites, on a :
t—0—

lim 1 — - = +o0.
t—0— t

Or lim v X = 400, donc par composition de limites, on obtient :

X =400
lim f(t) = 4+o00|.
t—0~
* Valeur en 2 :
En 2, la fonction f s’annule :
2
f@Q=4/1-==vV1i-1=]0]

2

Dressons alors le tableau de variations de la fonction f.
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t —00 0 2 +00
f't) + +
1
ft)
1
Tracons enfin I'allure du graphe de la fonction f.
)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1 e
T :
0 2

2. Etudions la fonction
g:zr—In(In(z) +1).
(a) Trouvons les domaines de définition et de dérivabilité de la fonction f.
e La fonction In est définie et dérivable sur RY.
e Donc la fonction u:  — In(x) 4+ 1 est définie et dérivable sur R .

Leur composée g = Inou est définie et dérivable sur I’ensemble suivant :
{zeR} |u(z) eR}} ={z e R}

Or pour tout z € R7, on a I'équivalence suivante :

In(z) + 1> 0}.

u(z) € R} <= In(z)+1>0
<~ In(z) > -1

<= 1 > e ' par stricte croissance de l’exponentielle sur R

1
= > -,
e
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1
donc |la fonction g est définie et dérivable sur } —; +oo{ .
e

(b) Calculons sa dérivée.
1
e Pour tout z € R%, on a : In'(z) = —
x
1
x

1
e Pourtout z e R* ;ona:v(r)=—-—+0=—.
x

. 1
Ainsi, pour tout x € |—;4o00|, on a :
e

~

I
.=
—~ B
2 o
—
5\\_/
=&
=

g'(z)

I
8Bl 8|
X
I
—
)

X
5
8
+
—_

N
z[In(z) +1] |

(c) e Etudions les variations de la fonction g.
. N . 1
D’apres la premiére question, pour tout x € | —;+o0|, on a In(xz) +1 > 0.
e
1 .
De plus, pour tout z € |—;400|, on a aussi x > 0.
e

1
Donc pour tout x € } —; 400 [, on a ¢'(z) > 0.
e

Ainsi,

1
la fonction g est strictement croissante sur 'intervalle } —; 400 {
e

e Calculons les limites de la fonction g aux bords de son domaine de définition.
1
* Limite en — :
e

o . 1
Par continuité de la fonction In en —, on a :
e

lim In(z) = In (1> _ 1,

z—1 (&
e

donc par somme, lim In(z) +1 = 0.

z—L
Or )I(imo In(X) = —o0, donc par composition de limites, on obtient :
—
lim g(x) = —o0 |
z—1
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x Limite en +oo :

Ona lim In(x)+ 1= +ooet lim In(X) = +oo, donc par composition de
T—+00 X —+o00

limites, on obtient que

lim g(z) =400l

T—r+00

Dressons alors le tableau de variations de la fonction f.

1
e

+00

9(x) o/
/

—0o0

Tracons enfin I'allure du graphe de la fonction g.
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3. BEtudions la fonction u

V9 —u2

(a) e Trouvons le domaine de définition de la fonction .

pru—

* La fonction id: u — u est définie sur R.
x— La fonction p: u — 9 — u? est définie sur R comme fonction polynomiale.
— La fonction racine carrée r est définie sur R,.
Leur composée rop: u — V9 — 42 est donc définie sur

{fueR|p(z) eRy}={ueR|9I—u*>0}.

Or pour tout u € R, on a I’équivalence suivante :

9-w’ 203 -1’20
<— (3—u)(3+4 u) >0 par identité remarquable
3—u<0 3—u=>=0
< (0]
3+u<0 3+u=0

3

U

<—3J3I<ug-3ou —3<u<d
— -3 <u<3card>—3,

donc |la fonction 7 o p est définie sur [—3; 3] |.

est défini sur

Ainsi, le quotient ¢ =
rop

{uERﬂ[—B;BH(rop)(U)#O}:{ue [-3;3]‘@;&0}.

Or le seul point en lequel la fonction racine carrée s’annule est 0, donc pour tout
u € [—3;3], on a I’équivalence suivante :

VI—u2=0<=9—-u>=0
— u?=9
< u=-3ouu=3,

donc la fonction ¢ est définie sur

{uel-3;3]|u#—-3etu+#3}=|]—3;3[|

e Trouvons le domaine de dérivabilité de la fonction .

* La fonction id est dérivable sur R.

*— La fonction p est dérivable sur R.
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— La fonction racine carrée est dérivable sur RY.
Or, d’apres les calculs précédents, on a :

Vu €] —3;3[,9 —u* >0,

donc la fonction 7 o p est dérivable sur | — 3; 3] comme composée de fonctions
dérivables.

Ainsi, | la fonction ¢ est dérivable sur son domaine de définition | — 3; 3[ |comme quo-
tient de fonctions dérivables.
(b) Calculons la dérivée de la fonction .
e Pour tout u € R, id'(u) = 1.
e x Pour tout u € R, on a p'(u) = —2u.

1
* Pour tout v € R* , on a r'(u) = —=.
2y/u

Donc pour tout u €] — 3;3[, on a :

(rop) (u) =p'(u)r'(p(u))
1

Vo—a|

Ainsi, la dérivée de la fonction ¢ =

est donnée par :
rop

pour tout u €] — 3; 3],
id'(u) (r o p) (u) —id(u) (r o p)' (u)
(rop)* (u)
1x \/9—U2—U<—ﬁ)
(Vo—2)"

2

VI— w4 ——

' (u) =

U
NS
9 — u?
(9 — u?) + u?
V9 — u?
9 — u?
9
V9 —u?

9 — 2

9
(9 — u2)v/9 —u?|
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(c) e Etudions les variations de la fonction ¢.
x Pour tout u €] — 3;3[, on a 9 — u? > 0 (d’apres les calculs de la premicre
sous-question).
* De plus, la fonction racine carrée est a valeurs positives, donc pour tout u €

] —3;3[, ona+v9—u?>0.

Ainsi, pour tout u €] — 3;3[, on a ¢'(u) > 0,

donc |la fonction ¢ est strictement croissante sur U'intervalle | — 3; 3[|.

e (Calculons les limites de la fonction ¢ en —3 et en 3.
* Limite en —3 :

— Ona lim (9—u?) = 0" et, par continuité de la fonction racine carrée en 0,
u——3%

lim+ VU = 0", donc par composition de limites, on obtient que
U—0

lim vV9—u2=0".

u——3F

— Par inverse de limites, il s’ensuit que

1
lim —— = +c.
u——3+ /9 — 2
— Or limgu = —3 < 0, donc par produit de limites, on obtient :
u——
li = —0|
L, elu) = —eo

x Limite en 3 :

— On a lim (9 — u*) = 0" et, par continuité de la fonction racine carrée en 0,
u—3-

lim+ VU = 0", donc par composition de limites, on obtient que
U—0

lim v9 —u2=0".

u—3~

— Par inverse de limites, il s’ensuit que

) 1
lim —— = 400.

w3 A9 —u2

— Or lir% u = 3 > 0, donc par produit de limites, on obtient :
u—r

lim ¢(u) = +oo|

u—3~

e Dressons alors le tableau de variations de la fonction ¢.
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U -3 3

—0o0

Tracons enfin ’allure du graphe de la fonction .

Y

4. Etudions la fonction
h:si— (52 — 25— 11)e.

(a) Trouvons les domaines de définition et de dérivabilité de la fonction h.

e La fonction p: s — s? — 25 — 11 est définie et dérivable sur R comme fonction
polynomiale.
e x La fonction u: s — 2s est définie et dérivable sur R comme fonction polyno-
miale.
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* La fonction exponentielle est définie et dérivable sur R.

Donc leur composée expou: s — e est définie et dérivable sur R.

Ainsi, \la fonction h est définie et dérivable sur R\ comme produit des fonctions p et

exp ou qui sont définies et dérivables sur R.
(b) Calculons sa dérivée.
e Pour tout s e R,onap/(s)=2s—2=|2(s—1)|
e x Pour tout s € R, on a u/(s) = 2.
* Pour tout s € R, on a exp/(z) = e”.

Donc pour tout s € R, on a :
(expou) (s) = u'(s) exp’(u(s)) =|2e*|
Ainsi, pour tout s € R, on a :

W(s) =p/(s) (expou) (s) + p(s) (expou) (s)
=2(s — 1)e* + (s* — 25 — 11)2e*
=2 [(s— 1) + (s* — 25 — 11)]

={2e*(s* — s —12)|.

Le trindme s — s> — s — 12 admet pour discriminant
A=(-12—4x1x(-12)=1+48 =49,

donc ses racines sont
1-7 1+7
o~ e

Le trindme ayant pour coefficient dominant 1, il se factorise ainsi :

Vs € R, 8% — 25— 11 = (s + 3)(s — 4).

=4.

Alinsi, pour tout s € R, on a :

h'(s) = 2e*(s+3)(s —4)]|.

(¢c) e Etudions les variations de la fonction h.

Pour tout s € R, on a I’équivalence suivante :

R'(s) >0 <= 2e*(s+3)(s—4) >0

<= (5s+3)(s—4) >0 car 2 >0 et e*

s+3<0 s+3>0
<> ou
s—4<0 s—4>0

s < —3 s> —3
<~ ou
s <4 s> 4

<= s < —3o0us>4.

>0
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Ainsi, d’apres le théoreme reliant signe de la dérivée et monotonie, la fonction
h est strictement croissante sur | —oo; —3], strictement décroissante sur [—3; 4]
et strictement croissante sur [4; +oo.

e (Calculons les limites de la fonction h aux infinis et ses valeurs en —3 et en 4.
+x Limite en +o0o :
— Pour tout s € R*, on a :

2 11
2 2
= 25 =11 = 1 .
p(s) =s 5 5 ( . 52>

2 11
Or lim <1————>:1>Oet lim s* = 400, donc

s—+00 s 52 s—-+00

lim p(s) = +oo.

S$—+00

— Deplus, lim 2s = +ooet lim e* = +00, donc par composition de limites,
s—400 X —+o00

on obtient que

lim e* = +o0.
s——400

Ainsi, par produit de limites, on obtient que liI_El h(s) = +o0|.
S—r+00

* Limite en —oo :
Pour calculer la limite de h en —oo, nous utiliser la croissance comparée suivante
(et uniquement celle-ci) :

6X

im — = 400l
X%lIJrrloo X oo

Réécrivons pour cela la fonction h : pour tout s € R, on a

h(s) = (s* — 25 — 11)e*

= s%e?% — 25¢%° — 11e*
2
s —2s 9s
= 6_28 + 6—23 - 116
2 -2
— T T qqe

() e

2 9
:< 5) 2 11e

e~* e
—s\? —2s 9
= + —— —11e7°|.
e—*$ e—2s
— Comme lim 2s = —oco et lim e* = 0, on obtient par composition puis
S§——00 X——0o0
produit de limites que

lim 11e* =0/

S——00
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— On a lim (—2s) = 400 et, d’apres le résultat précédent de croissances
S§——00
X
comparées, lim — = 400, donc par composition de limites, on obtient
X—+o0 X
que
—2s
. €
lim = 4-00.

s——o00 —28

Donc par inverse de limite, on obtient :

X

~ . . € .
— De méme, comme lim (—s) = +oo et lim — = 400, on obtient par
s——00 X——c0 X

composition de limites que
—S

. €
lim = 400,
s—+—00 —§

—S

= 0.

donc par inverse de limite, que lim
s——o0 7%

Par produit de limites, on obtient alors que

lim ( > =0}
s——oo0 \ 7%

Finalement, par somme de limites, on obtient | lim h(s) =0|.
§——00

* Valeur en —3 :
En —3, la fonction A vaut :

_ _ 4
h(=3)=[(-3)"—2(-3) = 11] e ®*=(9+6—11)e ° = s
*x Valeur en 4 :
En 4, la fonction h vaut :
h(4) = (£ —8—11)¢® =| =3¢*|
Dressons enfin le tableau de variations de la fonction h.
S —00 -3 4 +00
(s) f 0 - 0+
+00
b
h(s) \
0 —3ed
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Pour compléter le tableau de variations, cherchons les points en lesquels la fonction h
s’annule.

Pour tout s € R, on a I’équivalence suivante :

h(s) =0 <= (s* — 25— 11)e* =0
= 2 —25—11 =0,

car la fonction exponentielle ne s’annule pas.

Le trindme p: s — s> — 25 — 11 a pour discriminant
A= (-2 —4x1x(—11)=4+44 = 48,

donc pour racines

_ — 94 92+ /1
2!@_2 216X3— 2\/5—1—2\/§et+T\/_8—1+2\/§.

Ainsi, pour tout s € R, on a I’équivalence suivante :

h(s):O<:>3:1—2\/§ou8:1+2\/§.

Complétons alors le tableau de variations de la fonction h.

Tragons enfin l'allure du graphe de la fonction A sur | —oo; —2] et sur [—2; 400, & deux
échelles différentes.
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Exercice 7 — Avec des parametres
Soient A, E, R, Ry, C, w et ¢ des réels strictement positifs.

1. Afin de trouver son maximum, étudions la fonction suivante :

P:R, —R
R, E?

Rir— ————.
(R1 + R2)

e Considérons les fonctions )
u: Ry — R F

V. Rl — (Rl +R2)2,
de sorte que P = E.
v

* Les fonctions u et v sont définies et dérivables sur R comme fonctions polynomiales,
donc elles sont en particulier bien définies sur R, .

* Comme la constante Ry est strictement positive, pour tout R; € Ry, ona R+ Ry >
0, donc (Ry + Ry)? # 0.

u
Ainsi, |la fonction P = — est bien défini et dérivable sur R, |, comme quotient de
v

fonctions définies et dérivables sur R, dont le dénominateur ne s’annule pas.

e Calculons la dérivée de la fonction P.
x Pour tout Ry € R, on a [u/(R;) = E?|.
* Pour tout R € R, on a :

U(Rl) = (Rl + R2)2 = R% + 2R1R2 + R%
Donc pour tout R; € R, on a :

’U/(Rl) = 2R1 + 2R2

Ainsi, pour tout R; € R, , on a :

Ry)v(Ry) — u(Ry)V' (Ry)
v (Ry)
E2(Ry 4 Ry)* — RiE® x 2 (R, + Ry)
(R + Ry)*
E?(Ry + Ry) [(R1 + Rs) — 2Ry ]
(Ry + R2)4
E?(Ry — Ry)
(Ry + Ry)’

P/(Rl) — ul(
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e Etudions alors les variations de la fonction P.

Comme la constante R, est strictement positive, pour tout Ry € Ry, on a Ry + Ry > 0,
donc (R; + R,)* > 0.

Alors pour tout R; € R, on a I’équivalence suivante :

E%(Ry — Ry)

(Ry + Ry)”
< Ry — Ry >0 car B> >0 et (R1+R2)3>O
<— R; < Rs.

P'(Ry) > 0 <~

Ainsi, la fonction P est strictement croissante sur [0; Ro] et décroissante sur
[R; +o0l.

Dressons son tableau de variations.

Ry 0 Ry +00
P’(Rl) + 0 —
EZ
4R,
P(Ry)

Ainsi, [la fonction P admet un maximum en R, ‘, qui vaut

P(R,) = | E?
(Ry + Ry)*

R, E?

T ARZ
E2
4R, [

2
Finalement, |le maximum de la fonction P est — |.

4R,

2. Considérons la fonctions suivante :

u: R — R

t»—)E(l—eiﬁ).
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e La fonction u est bien définie et dérivable sur R comme somme de composées de fonc-
tions définies et dérivables sur R.

e Calculons sa dérivée.
Pour tout t € R, on a :

3. Considérons la fonction suivante :

s:R— R
t — Asin(t) cos(2t) sin(wt + ).
Considérons aussi les fonctions suivantes :
f:t+— Asin(t)
g: t — cos(2t)
h:tv— sin(wt + @),
de sorte que s = fgh.

e Les fonctions f, g et h sont définies et dérivables sur R (comme composées de fonctions
définies et dérivables sur R).
Donc par produit, la fonction s est bien définie et dérivable sur R.

e Calculons sa dérivée.

* Pour tout t € R, on a | f'(t) = Acos(t) |

* Pour tout ¢t € R, on a |¢'(t) = —2sin(2¢) |

*x Pour tout t € R, on a |h/(t) = wcos(wt + ¢) |
* Calculons la dérivée du produit fg.
Pour tout t € R, on a :

(f9)'(t) = f'(t)g(t) + f(t)d'(t)
= Acos(t) cos(2t) + Asin(t) x (—2)sin(2t)
= | Alcos(t) cos(2t) — 2sin(t) sin(2t)] |

Ainsi, pour tout t € R, on a :

s'(t) = (fgh)'(t)
= (fg) (Oh(t) + (Fo) (D)
= Alcos(t) cos(2t) — 2sin(t) sin(2t)] sin(wt + )
+ Asin(t) cos(2t) x w cos(wt + )
= Alcos(t) cos(2t) sin(wt + ) — 2sin(t) sin(2¢) sin(wt + @)
+wsin(t) cos(2t) cos(wt + )] .
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Exercice 8 — Plus de logarithme

1. Déterminons le domaine de définition de la fonction
¢: x+— In(z? —1).

e La fonction # — 2% — 1 est définie sur R comme fonction polynomiale.
e La fonction In est définie sur RY.

Ainsi, leur composée @ est définie sur I’ensemble suivant :
D={zeR|z°—1>0}.
Or pour tout réel x, on a I’équivalence suivante :

2> —1>0<= (r —1)(x +1) > 0 par identité remarquable
r—1>0 r—1<0
<~ ou
r+1>0 r+1<0

z>1 r<l1
< ou
z > —1 r < —1

< z>1louxr< -1
< x €] — o0; —1[U]1; 00,

donc la fonction ¢ est définie sur

D =] — o0; —1[U]1; +oo]|

2. Déterminons si les fonctions suivantes coincident avec la fonction ¢ sur I’ensemble D N]1; 400,
c’est-a-dire sur |1; 4-o00].

(a) Soit f: z+—— 2In(z) — 1.

Alors pour tout x €]1; +o0[, on a :

f(z)=2In(x) — 1
=In(z?) -1
= In(z?) — In(e)

2

Appliquons alors les fonctions f et ¢ a /e, qui appartient bien a |1; 4o00] :

f(Ve) =In <(\/E> > =In(1)=0

¢ (V) =i ((ve)* = 1) = (e — 1)
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Ore—14#1, donc In(e — 1) # 0, donc

f(Ve) # e (Ve

Ainsi, |les fonctions f et ¢ ne coincident pas sur |1; 400 |.

(b) Soit g: x — In(z — 1) + In(z + 1).
Alors pour tout x €]1; +o0[, on a :

g(z) =In(z — 1) + In(x + 1)
= Inf(z —1)(z +1)]
= In(2® — 1) par identité remarquable

=| ()|

Ainsi, |les fonctions g et ¢ coincident sur |1; +oof|.

(¢) Soit h: z — In(x — 1) — In(x + 1).

Alors pour tout z €]1;+o0[, on a :

h(z) =In(z — 1) — In(z + 1)

r—1
In .
(:v+1>

Appliquons alors les fonctions h et ¢ a 2, qui appartient bien a ]1; 4o00] :

h(2) = In (

) () - we

¢(2) =1n(2° — 1) =In(3).

Or 3 # 1, donc In(3) # 0, donc In(3) # —In(3), donc | h(2) # ¢(2) |

Ainsi, |les fonctions h et ¢ ne coincident pas sur |1;+o0o[|.
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